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Résumé :
Cet article propose un nouveau critère pour la sélection des modes propres à supprimer lors d’une troncature
modale d’un système hamiltonien linéaire. Ce critère prend en compte d’une part la dynamique du système et
d’autre part les matrices d’entrée/sortie. Cette approche est donc satisfaisante d’un point de vue de la théorie
des systèmes et de la théorie du contrôle. De plus, ce critère est directement lié à l’énergie fournie à chacun
des modes propres.
Abstract :
This paper proposes a new criterion to select the eigenmodes to be left out in a modal truncation procedure of
linear Hamiltonian systems. This criterion takes account of the dynamics of the system on the one hand and, on
the other hand, the input/output matrices of the system. Therefore, this approach is satisfactory from a system
and control theory point-of-view. Moreover, this criterion is physically meaningful because its computation is
directly linked with the physical energy supplied to each eigenmode.
Mots clefs : Réduction d’ordre ; analyse modale ; système port-hamiltonien
Notations
– M = MT ≻ 0 (resp.  0) désigne une matrice M symétrique (resp. semi-)définie positive.
– Re z, z∗, and |z| désigne respectivement la partie réelle, le conjugué et le module du complexe z.
– Pf(x) désigne la pseudo-function de f(x). Lors de l’intégration de la pseudo-fonction, la valeur prin-
cipale de Cauchy sera implicitement considérée. Par exemple, soit c ∈ I = [a, b] une singularité de la
fonction f(x). L’intégrale sur I est indéfinie alors que l’intégrale de Pf(x) est définie par
∫
I
Pf(τ)dτ =
P.V.
∫
I
f(τ)dτ , limε→0+
(∫ c−ε
a
f(τ)dτ +
∫ b
c+ε f(τ)dτ
)
.
1 Motivation et position du problème
Le travail proposé dans cet article s’intègre dans le cadre de la réduction d’ordre des modèles. La réduction
d’ordre cherche, à partir d’un système donné Σ dont (f, h) est une réalisation minimale, avec u ∈ U, x ∈ X et
y ∈ Y, à trouver un nouveau système Σˆ : (fˆ , hˆ) avec u ∈ U, xˆ ∈ Xˆ et yˆ ∈ Y où Xˆ = {xˆ : T→ Rr}
avec r < n, satisfaisant les conditions suivantes :
1. erreur d’approximation ‖y − yˆ‖ faible (au sens d’une norme) et existence d’une borne d’erreur globale ;
2. propriétés du système (stabilité, passivité, structure,. . .) préservées ;
3. procédure de réduction stable et efficace.
Dans le domaine de la théorie du contrôle, de nombreuses techniques de réduction d’ordre ont été élaborées
(voir [2, 1, 7] par exemple pour un état-de-l’art). Ces techniques (sauf exception) ne conservent pas de signi-
fications physique des états réduits et la plus part d’entre elles se fondent sur la norme H∞ ou sur les valeurs
singulières de Hankel et ne peuvent par conséquent pas être appliquées dans le cas de systèmes conservatifs
(les quantités étant alors indéterminées).
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Cet article se concentre sur la troncature modale de systèmes conservatifs pouvant se mettre sous la forme ha-
miltonienne et propose un nouveau critère de sélection des modes reposant sur des considérations énergétiques.
Pour cela, nous considérons des systèmes physiques en forme du second-ordre du type :
{
Mq¨ +Kq = bu(t)
y = cq˙
avec dim(q) = n (1)
où M et K sont respectivement les matrices de masse (ou d’inertie) et de raideur et respectent les conditions
dites structurelles suivantes :
M =MT ≻ 0 et K = KT ≻ 0 (2)
Comme la matrice d’inertie est inversible, le système (1) présente n modes propres solutions de
(
M−1K
)
Φ = ΦΩ2 avec :
Ω = diag{ω1, . . . , ωn} la matrice spectrale,
Φ = [φ1, . . . , φn] la matrice modale.
Les conditions structurelles (équation (2)) impliquent que les pulsations propres sont réelles et positives et que
les modes propres sont réels et orthogonaux : φTiMφj = 0 et φTiKφj = 0 si ωi 6= ωj.
Par conséquent, la transformation modale permet d’obtenir les deux matrices diagonales suivantes
M˜ = diag{m˜1, . . . , m˜n} = ΦTMΦ
K˜ = diag{k˜1, . . . , k˜n} = ΦTKΦ
avec ω2i =
k˜i
m˜i
.
Généralement, la sélection des modes propres repose uniquement sur une analyse des pulsations propres. La
Section suivante introduit un critère alternatif fondé sur l’étude de l’énergie à partir d’une formulation hamil-
tonienne.
2 Définition du critère énergétique
2.1 Formulation hamiltonienne
Un système port-hamiltonien (conservatif) est de la forme [8] :
{
x˙(t) = J(x)∇H(x(t)) +B(x)u(t)
y(t) = BT(x)∇H(x(t))
(3)
avec :
– x =
[
qT pT
]T le vecteur d’état
– q =
[
q1 . . . qn
]T
∈ M est le vecteur des coordonnées généralisées appartenant à la variété de confi-
guration M avec dim(M) = n.
– p =
[
p1 . . . pn
]T
∈ T ∗qM est le vecteur des moments généralisés appartenant à l’espace co-tangent à
M à la configuration q. Par conséquent, le vecteur x appartient au fibré co-tangent T ∗M (appelé espace des
phases) de M et dim(x) = 2n.
– H(x) est l’hamiltonien et représente l’énergie totale du système.
– ∇H représente le vecteur gradient (considéré comme un vecteur colonne).
– J(x) = −J(x)T, la matrice symplectique.
– B un vecteur colonne.
Remarque : le bilan énergétique de ce type de système est aisément obtenu : ddtH = y
Tu.
Dans ce papier, nous nous concentrerons sur des systèmes linéaires et invariants dans le temps. Ainsi, les
matrices J et B sont indépendantes de x et l’hamiltonien est défini par la fonction quadratique suivante :
H(x) =
1
2
xTEx où E = ET  0 est appelée matrice énergie.
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Ainsi, le système présenté équation (3) a une représentation d’état (appelée energy variable representation [5])
suivante : {
x˙ = JEx+Bu
y = BTEx
Remarque : la fonction hamiltonienne est définie sur le fibré co-tangent T ∗M . Les vitesses généralisées q˙ =[
q˙1 . . . q˙n
]T
appartiennent à l’espace tangent à M à la configuration q : TqM . Dans le cas linéaire,
l’énergie cinétique Ek = pTM−1p est égale à la co-énergie E∗k = q˙TMq˙ (transformée de Legendre de Ek).Par
conséquent, l’hamiltonien peut être également défini sur le fibré tangent TM : H(x(t)) = H(q(t), p(t)) =
H(q(t), q˙(t)). Pour alléger les notations l’hamiltonien sera parfoit écrit H(t).
2.2 Énergie fournie à un oscillateur harmonique
Considérant un oscillateur harmonique non amorti de la forme
d2q
dt2 + ω
2
0q =
1
m
u(t) , y =
dq
dt avec ω
2
0 =
k
m
. (4)
et définissant p = mq˙, l’hamiltonien estH = 12mp
2+ 12kq
2 = 12mq˙
2+ 12kq
2 et le système peut être réécrit sous
la forme (3) avec J =
[
0 1
−1 0
]
et B =
[
0
1
]
. La représentation en variable d’énergie est immédiatement
obtenue :
(
A B
C D
)
=


[
0 1
m
−k 0
] [
0
1
]
[
0 1
m
]
0

 . (5)
Le point clef de ce papier réside dans la proposition suivante :
Proposition 2.1. En forçant, avec une entrée u(t), un oscillateur harmonique non amorti de la forme de
l’équation (4) initialement au repos et d’énergie nulle pendant un temps T , l’énergie injectée dans le système
est :
H(t) =
1
2m
|U(ω0)|
2 =
CB
2
|U(ω0)|
2 ∀t ≥ T ≥ 0 (6)
Démonstration. Sans perte de généralité, supposons que ∀t 6∈ [Ti, T [, la commande est nulle u(t) = 0 et où le
temps T peut être fini ou infini.
De l’instant −∞ à Ti = 0, l’oscillateur est supposé à l’équilibre avec une énergie totale nulle (∀t < Ti =
0,H(t) = Ek(t) = Ep(t) = 0). Par conséquent, comme le système est passif et conservatif l’énergie apportée
au système constituera son énergie totale à l’instant T (fin de l’excitation) HT et restera constant après cette
dateH(t) = HT ∀t ≥ T . Le calcul de la transformée de Fourier de l’équation (4) donne la relation suivante :
Q(ω) = 1
m
U(ω)
ω20−ω
2 où les quantités écrites en majuscule sont les transformées de Fourier des quantités écrites
en minuscule respectives. Les singularités en ω = ±ω0 impliquent une indétermination dans l’expression de
la transformée de Fourier inverse : q(t) ?= 12mπ
∫∞
−∞
F (ω)
ω20−ω
2 exp(−ωt)dω. Afin d’obtenir une meilleur défini-
tion, considérons ǫ > 0 un coefficient de friction infinitésimal (i.e. ǫ2 négligeable devant ω20). La transformée
de Fourier est donnée par : Q(ω) = 1
m
U(ω)
ω20−(ω−ǫ)
2 . L’énergie fournie par la force d’entrée u est donnée par
son travail : W =
∫∞
−∞
y(t)u(t)dt = 12π
∫∞
−∞
Y (ω)U∗(ω)dω où y(t) = q˙(t) et la deuxième égalité est une
application du théorème de Parseval. De plus, les signaux y(t) et u(t) étant réels, les transformées de Fou-
rier ont une symétrie hermitienne (i.e. F (−ω) = F ∗(ω)), donc W = 1
π
Re
∫∞
0 Y (ω)U
∗(ω)dω. Utilisant la
propriété de dérivation des transformées de Fourier Y (ω) = ωQ(ω) = ω 1
m
U(ω)
ω20−(ω−ǫ)
2 , l’équation précé-
dente peut s’écrire W = 1
mπ
Re
∫∞
0
ω
ω20−(ω−ǫ)
2 |U(ω)|
2dω. En se servant de la formule de Dirac-Plemelj 1 [4] :
1. aussi connue sous le nom de forme de Sokhotsky-Plemelj
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limη→0+
1
x±η
= P 1
x
∓ πδ(x) l’équation suivante est obtenue :
W =
1
m
∫ ∞
0
ω
(
−δ(ω0 + ω)P
1
ω0 − ω
+ δ(ω0 − ω)P
1
ω0 + ω
)
|U(ω)|2dω.
La première partie de l’intégrale étant toujours nulle, ceci donne le résultat voulu :
H(t) = W =
1
2m
|U(ω0)|
2 =
CB
2
|U(ω0)|
2 ∀t ≥ T ≥ 0
Plusieurs remarques peuvent être faites à propos de l’équation (6) :
1. Le travail W est toujours positif ou nul. Ceci est cohérent avec la notion de passivité des systèmes
hamiltoniens.
2. Si le signal de contrôle est sinusoidal u(t) = sin(ωut), sa transformée de Fourier est U(ω) = δ(ωu−ω).
Ainsi, si ωu = ω0, l’énergie fournie tend vers l’infinie (effet de résonance) ou sinon l’énergie est nulle.
3. Si le signal de contrôle est une impulsion unitaire u(t) = δ(t), sa transformée de Fourier est la constante
unitaire U(ω) = 1. L’énergie fournie est par conséquent W = 12m . Ceci est cohérent avec la théorie des
chocs (conservation de l’impulsion). En effet, par définition, la conservation de l’impulsion est donnée
par : umoyen∆t = m∆v = 1 (puisque u est une impulsion unitaire). De plus, la vitesse avant le choc
étant supposée nulle, la relation v = 1
m
est alors obtenue. Juste après l’impact, l’énergie fournie est
uniquement l’énergie cinétique : Ek = 12mv
2 = 12m = W .
2.3 Énergie fournie aux modes propres
Considérons le système port-hamiltonien suivant :
{
x˙ = J∇xH(x) +Bu
y = BT∇xH(x)
avec : x =
[
q
p
]
et B =
[
0
b
]
. (7)
Soit Φ la matrice de transformation modale définie Section 1 et supposons (sans perte de généralité) que ΦTΦ =
ΦΦT = In. En définissant Θ =
[
Φ 0
0 Φ
]
, considérons la transformation suivante x = Θx˜. Le gradient
étant un vecteur covariant (∇x = Θ∇ΘTx = Θ∇x˜) et la transformation modale étant une une transformation
canonique (ΘTJΘ = J), le système hamiltonien dans sa base modale peut être écrit de la manière suivante :
{
˙˜x = J∇x˜H˜(x˜) + B˜u
y = B˜T∇x˜H˜(x˜)
(8)
avec :
x˜ =
[
q˜
p˜
]
, B˜ =
[
0
b˜
]
= ΘTB , H˜(x˜) =
1
2
x˜TE˜x˜ et E˜ = ΘTEΘ =
[
K˜ 0
0 M˜−1
]
Comme les modes propres sont orthogonaux, l’hamiltonien H˜ est la somme des n hamiltonian H˜i de chaque
sous système hamiltonien (écrit en energy variable representation) :
(
A˜i B˜i
C˜i D˜i
)
=


[
0 1
m˜i
−k˜i 0
] [
0
b˜i
]
[
0 c˜i
]
0


où b˜i est la ième entrée du vecteur b˜ et c˜i = b˜im˜i .
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En utilisant l’équation (6), ∀t ≥ T , les n hamiltoniens modaux H˜i peuvent être réécrits : H˜i(t) = 12CiBi|U(ωi)|2.
H(t) =
n∑
i=1
H˜i(t) =
n∑
i=1
1
2
CiBi|U(ωi)|
2 (9)
3 Troncature modale fondée sur l’énergie
3.1 Étape de troncation
Pour appliquer le critère de sélection, nous avons besoin de connaître la transformée de Fourier de l’entrée. Si
nous avons aucune connaissance nous pouvons considérer les deux cas suivant :
1. Impulsion (distribution de Dirac) : u(t) = δ(t)⇋ U(ω) = 1 ce qui mène à
H(t) =
n∑
i=1
H˜i(t) =
n∑
i=1
1
2
CiBi ∀t > 0 (10)
2. Échelon (fonction de Heaviside) : u(t) = Γ(t)⇋ U(ω) = P 1
ω
+ 12δ(ω) ce qui mène à
H(∞) =
n∑
i=1
H˜i(∞) =
n∑
i=1
1
2
CiBi
1
ω2i
(11)
Remarque : dans le cas d’un système présentant un amortissement de Rayleigh [6] ou de Caughey [3], les
matrices Ai sont de la forme A˜i =
[
0 1
m˜i
−k˜i −2ξiωi
]
. Une troncature modale fondée sur la norme H∞ est
alors possible. La norme H∞ du ième sous-système peut être approximée par ‖G˜i‖H∞ ≃ 12CiBi
1
ξiωi
. En
utilisant l’inégalité triangulaire, nous obtenons la relation
‖G‖H∞ ≤
n∑
i=1
‖G˜i‖H∞ =
n∑
i=1
1
2
CiBi
1
ξiωi
(12)
Bien qu’il n’y ait aucune relation théorique, nous pouvons noter les similitudes entre l’équation (12) et l’équa-
tion (11).
3.2 Exemple
Soit un système de la forme (7) avec
x =
[
q
p
]
B =
[
0
b
]
H(x) =
1
2
xt
[
K 0
0 M−1
]
x
M = I3 K =

 1.7494 0.6791 1.04380.6791 3.7234 1.3394
1.0438 1.3394 2.5272

 and b =

 −0.86690.5428
6.9967


Les pulsations propres du système (fixées arbitrairement) sont ω21 = 1, ω22 = 2 and ω23 = 5 (en rad2.s−2). Les
matrices K et b ont été générées pseudo-aléatoirement. La représentation d’état correspondante est composée
de 3 positions généralisées et 3 vitesses généralisées (soit 6 états). Afin de supprimer un mode, deux réductions
basées sur le critère énergétique ont été réalisées :
1. la première réduction a été faite en utilisant un impulsion (dénotée par l’exposant ↑). L’énergie fournie à
chacun des trois modes est donnée dans la table suivante :
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Indice du mode i 1 2 3
Pulsation propre (rad/s) ωi 1.0000 1.4142 2.2361
Énergie (J) H↑i 12.4997 4.5002 8.0000
Comme H↑1 > H
↑
3 > H
↑
2, le mode propre à éliminer est le deuxième (H↑2 = 4.5002 J).
2. la seconde réduction a été réalisée en utilisant la fonction de Heaviside unitaire (dénotée par l’exposant
). L’énergie fournie à chacun des trois modes est donnée dans la table suivante :
Indice du mode i 1 2 3
Pulsation propre (rad/s) ωi 1.0000 1.4142 2.2361
Énergie (J) Hi 12.5003 2.2501 1.6000
Comme H1 > H2 > H3, le mode à éliminer est le troisième (H3 = 2.2361 J).
La différence entreH↑1 etH1 est uniquement due aux approximations numériques. Dans cet exemple, la tronca-
ture selon la fonction échelon donne le même résultat qu’une troncature traditionnelle puisque les hamiltoniens
sont ordonnés comme leurs pulsations propres. En revanche, la troncature réalisée selon une impulsion ne sup-
prime pas le même mode propre.
4 Conclusion
Cet article a proposé une nouvelle méthode de sélection des modes propres à supprimer durant une opération
de troncature modale. Cette approche se fonde sur un critère énergétique défini dans le même esprit que le
critère basée sur la norme H∞ pour une troncature modale d’un système amorti. Dans ce critère, aussi bien la
dynamique que les matrices d’entrée/sortie sont prises en compte. La méthode proposée peut être appliquée sur
les systèmes non-conservatifs mais elle ne prendra pas en compte la dissipation. Pour palier cette lacune, de
futurs travaux proposeront un compromis entre l’énergie fournie et l’énergie dissipée de chaque mode propre
afin de sélection d’une meilleur manière les états pouvant être supprimés.
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